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1．は じ め に

企業規模と企業成長率とは無関係であることはジブラーの法則として知られ

ている。ジブラーの法則は比例効果の法則とも呼ばれ, 新規参入が一定率であ

る場合, この法則が成立すると企業規模の分布がパレート分布に従うことが示

されている
(１)
。

このジブラーの法則については内生的成長理論の分野においてもSegerstrom

and Zolnierek (1999), Klette and Kortum (2004), Segerstrom (2007) および

Acemoglu and Cao (2010) などによってそれが成立することが示されている。

それらに対して, �������	and Zanchettin (2012) では企業規模が拡大すれば

期待成長率が低下していくというジブラーの法則が成立しないモデルが提示さ

れている。そこではリーダーと呼ばれる既存企業１社とアウトサイダーと呼ば

れる複数の自由参入する参入企業とで R & D競争が行われる。既存企業は技

術水準において参入企業をリードしており, そのリード段階は R & Dの成功を

重ねるにつれて増加していくが, 一旦, 参入企業に R & Dの成功を許したとす

ると成功した参入企業がその産業内の新たな既存企業となるとされている。ま

た, リード段階の増加につれて R & Dの瞬間的成功確率で測った R & D費用

は増加するとされている。すなわち, R & Dの成功を重ねてリード段階が増加
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(１) Simon (1955) を参照。また, Adachi, Nakamura and Osumi (2015) では企業規
模と学習効果の関係が分析されている。



するにつれて R & Dが段々と難しくなる場合が分析されている。

本稿でも �������	and Zanchettin に倣い, リード段階が増加するにつれて

R & Dの成功が難しくなるとするが, R & Dの経験を重ねることにより R & D

効率が向上して行くというR & Dに学習効果が働く場合においてジブラーの法

則が成立するかどうかについて新たに検討する｡ また, �������	and Zanchettin

では R & Dは規模において収穫一定とされているが, ここでの R & Dは規模

において収穫逓減であるとする。

本稿の構成は次のとおりである。次章で分析の基本となるモデルを提示し,

第３章で R & D に学習効果の働かない場合についてみる。続く, 第４章で

R & Dに学習効果が働く場合について考察を行う。最後に結語を示す。

2. モ デ ル

市場を独占している既存企業とその市場に参入しようとする複数の参入企業

との R & D競争について考察を行う｡ 既存企業が得ているフローの利得は過去

の技術との技術水準の差に依存しており, その差が大きいほど, そのフローの

利得は増大するものとする｡ この技術水準の差は既存企業が R & Dを成功させ

るにつれて段々と大きくなっていくものとする。ただし, 参入企業が R & Dに

成功したとすると既存企業は市場を奪われ R & Dに成功した参入企業が新た

な既存企業として市場を独占するものとする。

R & Dの形態についてみると, 既存企業の R & Dは既存の製品の質を改善

するプロセス・イノヴェーションであり, 参入企業の R & Dは既存の製品に取っ

て代わる革新的なプロダクト・イノヴェーションである。

既存企業が R & Dに成功するとその技術水準が１段階上がるものとする｡ す

なわち, �段階リードしている既存企業が R & Dに成功した場合, ���段階リー

ドの既存企業になるものとする。リード段階が増加するにつれて既存企業のフ

ローの利得は増加していくとするが, リード段階には限りがありその最大のリー

ド段階を�段階とする。
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以下では既存企業が�段階リードしているときについてみる。このリード段

階での既存企業のフローの利得を����とし, R & Dの瞬間的成功確率である

ハザードレートを��とする。ハザードレート��を実現させるために必要なフ

ローの費用は�������で表す。このフローの費用はハザードレートに関して

逓増しており,

������������������������������� ���

を満たしているものとする。

R & D競争への参入企業は対称的であるとし, 簡単化のためそれらの参入企

業のハザードレートは同じ値でありそれを�とする。

�段階リードしている既存企業の期待利得の割引現在価値����は, 次のベ

ルマン方程式で表される。

��������	
��

��������	������
�����
�������
��������

�����
���
�� �
�

����������
�������� ���

ただし, �は割引率である。( 2 )の右辺の第一項は�段階リードのときのフ

ローの利得であり, 第二項は R & Dに成功したときの価値の増加分の期待値で

あり, 第三項は参入企業の R & D成功によって被る価値の減少分の期待値を表

している。��は参入企業数であり, ���は参入企業全体でのハザードレートで

ある。また, 第四項は R & Dに必要となるフローの費用である。したがって,

( 2 )の右辺はフローで表した R & Dによる既存企業の期待利得である｡ 既存企

業は期待利得を最大にするようにハザードレートを決定するが, その最大とな

る期待利得は( 2 )の左辺の資産のもたらす期待利得と等しくなる。

既存企業は�段階以上のリードはできないとしているので, リード段階が

�段階に達したときにはそれ以降 R & Dを行う誘因は無くなる。このときの

ハザードレートは����であるので�段階リードでの期待利得の割引現在価

値����は, ( 3 )を満たすように決まる。
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リード段階が�段階より小さいとき, 既存企業の決定するハザードレート

は次の一階の条件によって求められる。

���������������������������������� ���

既存企業のリードが１段階上がるごとに, フローの利得は��	��の率で増加

するものとする。最大のリード段階である�段階を含め, �段階リードしてい

るときの既存企業のフローの利得は次のように表されるとする。

������	�����	�� ����������� �
�

ただし, �	は正の定数である。

また, ( 1 )でみたように R & Dに必要となるフローの費用はリード段階とも

関係しているが, そのフローの費用はリードが１段階上がるにつれてフローの

利得と同じ�の率で増加するものとする。簡単化のため( 1 )を満たすフローの

費用はハザードレートの２次関数であるとし, 次のように表されるとする。

��������������
������������� ���

ただし, ��は�段階リードしている既存企業の R & D効率に関わる正の値で

あり, その値が小さいほど同じハザードレートを得るために必要となる R & D

費用は小さくなる。

次に, 参入企業の期待利得の割引現在価値についてみる。参入企業は対称的

であるとしたが, それら参入企業は R & D競争へ自由参入するものとする。ま

た, 参入企業のハザードレートを一定値�であるとしたので, R & Dに掛かる

フローの費用も一定値��		�であるとする。 R & D競争へ参入する際には参

入費用として固定費用	�		�が必要であるとする。このとき, 参入企業の期

待利得の割引現在価値�は,

��
�������


�������
�	 ������������� ���

��
�������


����
�	 ���

で表される。
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参入企業の R & Dの形態はプロダクト・イノヴェベーションであり, 参入企

業が R & Dに成功すれば新製品で１段階リードする新たな既存企業となると

する｡参入企業が R & Dに成功した場合,その期待利得の割引現在価値は����

となる。

R & D競争を行う参入企業は自由参入するので, 自由参入の結果,

���� ���

となる。

( 9 )を用いることにより, ( 7 ), ( 8 )はそれぞれ,

��������

�
������	�� �����	���
��� ����

��������

�
���	
� ����

となる。

(10), (11)の左辺は同じ値であり, それを�とする。

��
��������

�

 ��	�

また, (10), (11)の右辺の���は一定であるので, ���	��	
は,

�������	�����	
 ����

という関係を満たす。

(13)より既存企業と全ての参入企業のハザードレートの総和である産業全体

でのハザードレートは, リード段階によらず常に���となることが分かる。

( 2 ), ( 3 )で表された既存企業の期待利得の割引現在価値についてみる。最

大リードの
段階では既存企業は R & Dを行う誘因は無くなり, そのハザー

ドレートは�
��となるので, 
段階の既存企業期待利得の割引現在価値は,

( 3 ), ( 5 ), (13)より,

��
��
�

�
�
 ����

と表される。
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次に, �段階リードの場合についてみると既存企業の期待利得の割引現在価

値は, ( 2 ), (13)より,

�����
���������������������

�
������������� ����

と表される。

( 6 ) より,

���������������� ����

であるので, ( 4 ), (15), (16)より, �段階リードの既存企業のハザードレー

トは,

�����
������� 	���������	����������������	

����� ��
�

と求めることができる。

( 4 ), ( 5 ), (16), (17)より, �段階リードの既存企業の期待利得の割引現

在価値は,

����� 	�������	�����
	�����

��
 �
�

�
�����

���
��

����
��

�� ����

となることが分かる。

(18)の右辺の括弧内を,


�� 	�������	�����
	�����

��
 �
�

�
����� ���

で表すことにすると, �段階リードの既存企業の期待利得の割引現在価値は,

�����
��� ����

で表される。

(20)を用いると, (18)は,


�� 	�������	������
������	 ����� ����

となる。

また, (21)を変形して
����について求めると,
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������ ��
��������������� ����

となる。

最大リードの�段階では, それより上の段階が存在しないので, ��������

であり, (21)より, �������であることが確かめられる｡ したがって, 最大リー

ドの段階においても期待利得の割引現在価値は(20)と同様に, ���������

という形で表されることが分かる。

次に, �段階リードの既存企業のハザードレートについてみる。まず, 次の

補題１が成立することが分かる。(証明は数学注１を参照｡)

補題 1

��	��	
	����	���
��

�
�

(17)に(20), (21)を用いると, �段階リードの既存企業のハザードレートは,
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図１



���
��������

���

����

と表されることが分かる。

(23)の右辺の分子の符号関数についてみると,

�����������������������
��

�

	



�

�
�
��� ����	�	�		��� ��
�

であることが分かる。(証明は数学注２を参照｡)

補題１より, リード段階が増加するにつれて��は減少するので�������とな

るが, (24)より, ��������であることが分かる。(これらの関係については図

１を参照｡)

したがって, 既存企業のハザードレートは最大リードの段階	段階ではゼ

ロであるが, それ以外のリード段階では正となることが分かる。

3．R & Dに学習効果が働かない場合

既存企業の R & Dのフローの費用は( 6 )で表され R & D効率に関わる ��の

影響を受けるが, ここでは��がリード段階によらず一定である場合について

分析する。すなわち, 既存企業が R & Dの成功を繰り返し, R & Dの経験を重

ねたとしても R & D効率は変化しない場合を考える｡ これは R & Dに学習効果

が働かない場合と解釈できる｡ ここでは R & Dに学習効果が働かない場合にお

いてリード段階と, 既存企業のハザードレートおよび期待成長率との関係につ

いてみる。

3.1 リード段階とハザードレート (学習効果なし)

学習効果が働かない場合でのリード段階と既存企業のハザードレートの関係

についてみる。�段階リードの既存企業のハザードレートは, (23)で表されて

いるが,

���
����������� 
�������
��������������

���

����
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と�����によって明示的に表すことができる。

(25)より, ハザードレート��は����の関数であるので��と����の関係をみ

るために��を����で偏微分することにより,

���

�����

�
�

���

���������	������������� ������

���������	�������������� 	
� ����

という関係が得られる。したがって, ����が減少すれば, ハザードレート��も

減少することが分かる。補題１より, ����はリード段階が増加するにつれて減

少するが, ����の減少はハザードレート��を減少させるので, リード段階の増

加はハザードレート��の減少をもたらす。したがって, 次のことがいえる。

命題 1 R & Dに学習効果が働かない場合 (��が�によらず一定), ハザードレー

トはリード段階が増加するにつれて減少する。

��
��
�
�
��
�
���

3.2 リード段階と期待成長率 (学習効果なし)

学習効果が働かない場合でのリード段階と既存企業の期待成長率との関係に

ついてみる。成長率は割引現在価値の変化分で表されるとすると, リード段階

が�段階であるときの成長率は既存企業が R & Dに成功すれば,

�����������

����
��	�

となるが, 参入企業が R & Dに成功すれば,

������

����
��� ��
�

となる。既存企業, 参入企業の R & Dの瞬間的成功確率であるハザードレート

を考慮すると, �段階リードの既存企業の期待成長率��は,

���
�����������������������

����
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�
���������������

����
���� ����

と表される。

(13), (20)より, (29)は,

�����

�����

��� ����	 ����

となる。

�段階リードの期待成長率��と���段階リードの期待成長率����とを比較

するためにそれらの差をとると,

����������

�����

��� ������

���

����� �
�

��

����

�
��

�

��������� ������

��

���� ����

が得られる。

まず, 次の関係が成立することがいえる。(証明は数学注３を参照｡)

補題 2

�
�

	
	��
��

��

����

	
����

��

	

補題 2 より, ��
�	�	��であれば, ���
����������	�となる。命題１より,

����������であるので, ��
�	�	��であれば(31)の符号はマイナスであるこ

とが分かる。����
�	�であるので, ���のとき, ��
�	�	��が成立するこ

とは明らかである。補題１より, ��	��であるので, 少なくとも��
�	�	��

であれば, ���
�
�
���のときでも ��
�	�	��が成立することが分か

る。(12), (20)より, 	����������であることを用いると, �����であれ

ば, ��
�	�	��となることが分かる。ただし, ������� ��
���
���� ����

である。このとき, 次のことがいえる。
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命題 2 R & Dに学習効果が働かない場合 (��が�によらず一定), 少なくとも

�����であれば, 既存企業の期待成長率はリード段階が増加するにつれて減少

する。

�����������������������

最大リードである�段階での期待成長率��は	���であることより���

����となる。

4．R & Dに学習効果が働く場合

ここでは, 既存企業の R & Dに学習効果が働く場合を考える。既存企業が

R & Dに必要となる費用は( 6 )で表される。( 6 )の左辺の��は R & D効率と関

係し, その値が小さいほど一定のハザードレートを得るために掛かる R & D費

用は小さくなる。前章ではリード段階によらず��は一定であるとしたが, こ

こでは, リード段階が増加するにつれて��が減少する場合を考える。これは

R & Dに成功することにより R & Dの知識や技術が蓄積され以前より R & D効

率が上昇する場合である。このような R & Dに学習効果が働く場合において,

リード段階と, 既存企業のハザードレートおよび期待成長率との関係について

みる。

4.1 リード段階とハザードレート (学習効果あり)

R & Dに学習効果が働く場合, リード段階が増加するにつれて R & D効率を

表す��が減少して行く。まず, ��	�を所与として��とハザードレート	�の関

係についてみると(25)より, 次の関係が成立することが分かる。(証明は数学

注４を参照｡)

��	

	�


��



��
��


�
���
����	��	���

��





��
��


�
���
��� �
��

(32)より, ��の増加により	�は減少することが分かる。また, (25)より,
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���
����

���� ����

となることが分かる。

リード段階とハザードレートの関係をみるために, ���段階リードのハザー

ドレート ����と �段階のリードのハザードレート ��を比較する。 R & Dに学

習効果の働かない場合では��は一定で�������となり, �������であった。い

ま, ����	����	����が所与であり, ����が一定であるとする。(32), (33)でみ

たように��は��が増加するにつれて減少して行き, やがてはゼロに近づいて

行く。したがって, ��が十分大きくなれば��は十分小さくなり, 一定として

いる����よりも小さくなる。このことより, 次のような���の存在がいえる。

����	��
�������	��������
 ����

��は��の減少関数であるので, ��と���の大きさによって,

���������������

��������������� ����

���������������

という関係が成立することが分かる。

����を所与として, ��が����よりも大きくなる場合についてみたが, ��が����

よりも大きいということはリード段階が�段階から���段階へ増加したとき

R & D効率が向上する学習効果が働く場合であると解釈できる。このとき, 次

のことがいえる。

命題 3 R & Dの学習効果が十分大きければ (��と比較して, ����が十分小さ

くなる場合), リード段階が増加してもハザードレートは減少しない。

�������


4.2 リード段階と期待成長率 (学習効果あり)

R & Dに学習効果の働かない場合では, 既存企業の期待成長率はリードの段
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階が増加するにつれて減少した。ここでは, R & Dに学習効果が働く場合での

既存企業の期待成長率について検討する。

既存企業の期待成長率は(30)で表された。ここでも, ��������������が所与

であり, ����が一定であるとして分析を行う。まず, ��と��についてみると,

次の関係が成立することが分かる。(証明は数学注５を参照｡)

���
���

���

�����

�����
	
�����


��

�

�����

�����
	
� �	
�

(36)より, ��の増加により��は減少することが分かる。��の極限についてみ

ると, (22)より,

��
���

��	
��

�
�	��

となることが分かる。

��が増加するにつれて��と��は共に減少したが, それぞれの極限ついては

��はゼロとなるが, ��はゼロとはならず����である。このことより,

��
���

��	
��	 �	��

となることが分かる。

���段階リードの既存企業の期待成長率����についてみると,

����	����

����


����� �
��	 �	��

である。ここで, ��������������は一定であるとしているので, (39)の右辺の

第一項も��の値によらず一定である。したがって,

�����
��		��
���

�� ����

という関係が成立する。

(13)より, �
		������であり, これは産業全体でのハザードレートであ

り, リードの段階によらず一定である。命題２でみたように R & Dに学習効

果が働かず��	����である場合, 少なくとも����であるときには����が��よ

りも小さくなった。これに対して R & Dに学習効果が働く場合では(40)より,
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��の大きさによっては����が��よりも大きくなることが分かる。 R & Dに学

習効果が働き�������となる場合, 少なくとも�����の下で次のような���が存

在することになる。

������������������������� 	��


このことより, 次のことがいえる。

命題 4 R & Dの学習効果が働く場合 (��と比較して, ����が小さくなる場合),

リード段階が増加しても期待成長率が一定である場合がある。

��������	������


既存企業が R & Dを行う場合ではそのハザードレートが正になるので( 4 )

より, 期待利得の割引現在価値について�	���
��	�
となることは明らか

である。期待利得の割引現在価値が企業規模を表しているとすると, リード段

階の増加は企業規模の拡大をもたらすことになるが, 命題４より, 企業規模が

拡大しても期待成長率は変化しない場合があることが分かった。これは企業規

模と成長率は無関係であるとするジブラーの法則と整合的である。したがって,

リード段階の増加が R & D効率の向上をもたらすといった R & Dに学習効果

が働く場合, ジブラーの法則が成立する可能性があることが示された。

5．結 語

R & Dに成功するとリード段階が増加してその企業規模が拡大するといった

既存企業と参入企業との R & D競争においてジブラーの法則が成立するか検

討を行った。

まず, R & Dの成功を重ねても R & D効率が変わらないとする R & Dに学習

効果の働かない場合についてみた。このとき, 既存企業の期待成長率はリード

段階が増加につれて減少して行き, 企業規模と期待成長率は負の相関関係を持

つことが分かった。

次に, R & D の成功を重ねるにつれて R & D 効率が向上して行くという
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R & Dに学習効果が働く場合についてみた。このとき, 学習効果の働きが十分

大きければリード段階が増加しても期待成長率は一定となる場合があることが

分かった。これは学習効果の働かない場合, R & Dの瞬間的成功確率であるハ

ザードレートがリード段階の増加とともに減少するのに対して, R & Dに学習

効果が働く場合ではリード段階が増加してもハザードレートが減少しないこと

によるものである。したがって, R & Dに学習効果の働かない場合ではジブラー

の法則は成立しないが, R & Dに学習効果が働く場合ではジブラーの法則が成

立する場合があることが示された。

ここでは, 既存企業と参入企業の R & D競争によって産業全体でみた企業規

模の分布がどのようになるかについての分析は行っていない。企業分布につい

ての分析は今後の課題としたい。

数学注 1

��������� �＊�

が成立するかについてみる。���のとき, �������より,

�������� ������������������
��

�
�	 


�

�
� �������

��

�	 

となる。右辺の第一項と第二項をそれぞれ二乗して差をとると,

������
��

�	 

�

��

であるので���������であることが分かる。したがって, �����のとき(＊)は成

立する。(＊)が��	のとき成立すると仮定して, ��	��のときも成立するかについ

てみる。すなわち, �	��	����が成立するとして, �	����	��が成立するか確かめる。

�	��� ����	���������	�����	���� ����	��

であるが, �	��	��であることより, 右辺のルート内の�	を�	��で置き換えると

����	���������	�����	���� ����	��� ����	���������	�����	������ ����	��

が成立する。ここでは, ��が�によらず一定であるので�	����	である。不等式の右

辺の�	��を��で置き換えても右辺の値は同じであり,

����	���������	�����	������ ����	��

� ����	�������	���	������ ����	��	

となるので,
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����� ������������������������� ����������

が成立する。したがって, �����のときも(＊)が成立することが確かめられたので,

数学的帰納法により, 補題１が成立することが証明された。□

数学注 2

���������������������� �����������������������

であり, 右辺の第一項と第二項をそれぞれ２乗して引くことにより,

������������������������������������������� ������
��

�	 

が得られるので

�����������������������
��

�


�
�
�
�

�
�
�
�
�

が成立することが分かる。	����とすることより,

�����	���	��������	��
��

�

�
�
��

��
�
��

となるが, �	�����より,

����	��
��

�

����

�����
���������

��

�

����

�����
���

であることが分かる。補題１より,

���������	����	�
��

�

であるので,

����
��

�
���������

��

�
��������

��

�
��

という関係が満たされることが分かる。したがって,

�����������������������
��

�

����

�����
���

であることが分かる。□

数学注 3

����の変化か�������に与える影響についてみると,



��

����	 


����

�
��

�����������������

��
������������

��
������������

��
������������

であるので,���������であれば,����が減少したとき�������は増加することが分か

る。補題１より, リードの段階が増加すれば����は減少することが分かった。したがっ
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て, リード段階が増加すれば �������は増加することになる。このことは ����������

���������が成立すること意味する。□

数学注 4

(17)より,

���

���

�
	��������������
��������	��������������������

���
� ��	��������������������

が得られる。右辺の分子の第一項と第二項をそれぞれ２乗して, それらの差をとると,

	��������������
��
�
�
�������	�������������������� ��

�
�

����	���� ������
��

	� � ������
��

	� �
となることより,

���
���

���

�


�

�
�
��
�
�����������

��

	

�


�

�
�
��
�

という関係が得られる。(22)より, 右辺の括弧内は,

������
��

	
� ��

���	����������� �
��

	

となり, その右辺の第一項と第二項をそれぞれ２乗して, それらの差をとると,

��
���	�����������

��

	� �
�

� ���
��

	� � ���
��

	
��	��� �

となるので,

���������
��

	

��

�����
�������

��

	

��

�����

となることが分かる。(32)より,

�������
��

	

��

�����
���

であること分かる。したがって,

���
���

���

��

�����
�����������

��

	

��

�����
��������

��

	

��

�����
���

という関係が得られる。 □

数学注 5

(21)より,

���

���

��

�	 ���
��

	� �
����	��
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が得られるので,

���
���

���

�
��
�
�

�
��
�
�
�	�����	

��

�

�
��
�
�

�
��
�
�

であることが分かる。���	�のとき,

��	�	
��

�
� �
���	���������	��

��

�
	 �

�

�
	 ����	��

��

� �
となり, この符号は補題１より正である。したがって, ���	�のとき,

���

���

��

が成立することが分かる。��
のとき,

��	
��

�
�� 
���

が成立すると仮定して, ��
	�のときについてみる。このとき, ��
���
��となる

ので, �
の低下は�
を増加させることになる。(��)より,

���

�����

�
��	�

�������

��

が得られることより, �
の増加は�
	�を増加させることが分かる。学習効果の働かな

い�
	���
の場合では�
	���
となった。この場合,

�
	�	
��

�
��
	

��

�
��

という関係が成立する。いま�
	���
であったとして, �
	�が一定の下で�
が低下し

て, �
	���
となったとする。このとき, �
が増加するので�
	�も増加することにな

る。増加した�
	�を新しく��

	�として表すことにする。��


	���
	�であることより,

��

	�	

��

�
��
	�	

��

�
��

という関係が成立するので, ��
	�のときも (��) が成立する。したがって, 数学的

帰納法より���	�	�	�	�で,

���

���

��

が成立することが分かる。□
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